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Ismeétlés

e Tomb: kozvetlen elérés O(1), beszuras/térlés O(n)
e Binaris keresés rendezett tombon: O(log n)
e Rendezések: buborék, kivalasztasos, beszirasos — O(n?)

o Osszefésiilés (3. hét, 5. feladat): két rendezett témbbdl egy rendezett témb, O(n + m)

A mai ora kérdései
e Hogyan abrazolhatunk egy matematikai halmazt a szamitégepen?

e Melyik abrazolasban milyen gyorsak a halmazml(iveletek?
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Matematikai hatter

Halmaz: kiilonb6z6 elemek rendezetlen gyljteménye.

o Minden elem legfeljebb egyszer szerepel: {1, 2, 2} = {1, 2}
e A sorrend nem szamit: {1, 2} = {2, 1}

o Jelblések: x € A (eleme) - |A| (elemszam) - @ (Ures halmaz) - U (alaphalmaz, univerzum)

m Jelolés Jelentées

Eleme-e? xeA X benne van-e A-ban

Részhalmaz A c<B A minden eleme B-nek is eleme

Unid AuB A vagy B elemei
Metszet ANB A és B kozos elemei
Kildnbség A\B A azon elemei, amelyek nincsenek B-ben
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Halmazmiiveletek szemléltetese

A u B (unio) A N B (metszet) A\ B (klilonbség)

Példa - U = a hét napjai:
A = {H, Sze, Cs, Szo} (napok, amikor edzés van) - B = {K, Sze, Cs} (napok, amikor 6ra van)

AuB={H, K, Sze, Cs, Szo} - AN B ={Sze, Cs} - A\B = {H, Szo}
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A halmaz mint adatszerkezet

Elemek homogén
Kapcsolat az elemek kéz6tt  nincs (nincs sorrend)
Méret dinamikus (b&vithetd, csdkkenthetd)

Ismétiédes nincs

Abrazolasi lehetéségek (mind tdémbon alapul):
1. Logikai vektor (karakterisztikus vektor, bitvektor)
2. Rendezetlen tdmb (sorozat)

3. Rendezett tomb (sorozat)
4. Hash tabla (11. hét), keres6fa (15. hét)
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Abrazolas logikai vektorral
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Logikai vektor

Ha az alaphalmaz kicsi és ismert (U = {u,, ..., un}), minden halmaz egy n hosszu logikai vektor:
Alil =igaz s u, € A

H K Sze Cs P Szo '}
U 1 1 1 1 1 1 1
A 1 1 1 1 A = {H, Sze, Cs, Szo}
B 1 1 1 B = {K, Sze, Cs}
;\_—U“B““““““]. _______ ]_.“““;I. _______ 1_ ______________ T | o _ elemenként: vagy
AnB 1 1 elemenként: és
A\ B 1 1 elemenként: és nem
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Logikai vektor - miveletek

Pszeudokod

Fliggvény Eleme(A, i) // 0(1)
Vissza: A[i]
Flggvény vége

Eljaras Uni6(A, B, C, n) // 0(n)
Ciklus i « 1-t61 n-ig
C[i] « A[i] vagy BI[il
Ciklus vége
Eljaras vége

// Metszet: C[i] « A[i] és BI[il
// Kilénbség: C[i] « A[i] és nem B[i]

Figgvény Része(A, B, n) // A cB?
1«1
Ciklus amig i = n és (nem A[i] vagy BI[il)
1«1+1

Ciklus vége
Vissza: 1 > n
Flggvény vége
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boolean[] in = new boolean[7];

BitVectorSet union(BitVectorSet o) {
BitVectorSet r = new BitVectorSet();
for (int i = 0; i < in.length; i++)

r.in[i] = in[i] || o.in[il;
return r;

eleme-e, bdvités, torlés o(1)

unio, metszet, kilonbség  O(|U))
részhalmaz O(|u))

elemszam O(|U)



Bitmaszk: egy bit = egy elem

Ha |U| < 64, a teljes halmaz elfér egyetlen egész szamban: az i-edik bit jelzi, hogy u. € A.

a| b a| b

unio 0101111
metszet ad&b ad&b 0001100
kiildbnbség a & ~b a &b 0100001
eleme-e (i) (a > 1& 1) == a>>i&l ==

részhalmaz (a & ~b) == a&™b ==

elemszam Integer.bitCount(a) bits.OnesCount(a) 4

Egy halmazmd velet = egyetlen processzorutasitas. Alkalmazas: jogosultsagok (olvasas/iras/
futtatas), napok, beallitasok.
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Logikai vektor - elonyok és korlatok

Elényok:

e Leggyorsabb: eleme-e O(1), a halmazmluveletek bitmaszkkal egy lepésben

e Egyszer(i megvaldsitas
Korlatok:

e Az alaphalmaznak kicsinek és el6re ismertnek kell lennie

e A tarigény |U|-val aranyos, nem az elemek szamaval
pl. egész szamok halmaza 0 ... 10° kozott: 10° bit = 125 MB - akkor is, ha csak 3 elem van
benne!

e Az elemeket egy sorszammal kell azonositani(H — 0, K — 1, ...)
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Abrazolas rendezetlen témbbel
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Rendezetlen tomb

Az elemeket egy tdmbben taroljuk, tetszéleges sorrendben, ismétiédés nélkiil.
A= [8, 2, 11, 5] -B= [9, 5, 14, 3, 11]

o Eleme-e? linearis keresés — O(n)

e Bovités: el6bb meg kell nézni, benne van-e mar (O(n)), utana a végére — O(1)

e Torlés: megkeressik (O(n)), és az utolso elemet tessziik a helyére — nem kell tolni, hiszen a
sorrend nem szamit!

A tarigény az elemek szamaval aranyos — nincs szilkség alaphalmazra, akarmilyen elemet
tarolhatunk.
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Rendezetlen tomb — muveletek

Unié: A minden eleme + B azon elemei, amelyek

nincsenek A-ban
Fliggvény Része(A, n, B, m)
1«1

Ciklus amig i < n és Eleme(B, m, A[i]) : s
iei+1 Lepesszam

Ciklus vége eleme-e O(n)
Vissza: 1 > n

Flggvény vége bdévités O(n)

Kiilonbség: A azon elemei, amelyek nincsenek B-ben

torlés O(n)
részhalmaz O(n - m)
Eliéré; Metszet(A, n, B, m, C, k) unié, metszet, killdbnbség  O(n - m)
Ciklus i « 1-t61l n-ig , .. , ;.
Ha Eleme(B, m, A[il) akkor Minden elemre linearis keresés a masik halmazban
k « k+1; C[k] « A[il] — négyzetes!
Elagazas vége

Ciklus vége
Eljarads vége
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Abrazolas rendezett témbbel
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Rendezett tomb

Az elemeket ndvekvo sorrendben taroljuk, ismétiédés nélkdl.
A= [2, 5, 8, 11] -B= [3, 5, 9, 11, 14]

e Eleme-e? binaris keresés — O(log n)

Bovités / torlés: a helyét binaris kereséssel megtalaljuk, de tolni kell = O(n)

Halmazmiiveletek: a két rendezett tomb 6sszefésiilése — egyetlen kdzos bejaras
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Osszefésiilés: a halmazmiiveletek alapja

A 2 5 8 11 A[i] < BI[j] - A[i] kerul az eredménybe, i « i + 1
i A[i] = B[j] - egyszer keril be, mindkett6 1ép

B 3 5 9 11 | 14 A[i] > B[j] - B[j] kerul be, j « j + 1
Ti

AuB 2 3 5 8 9 11 | 14

AnB 5 11 mindharom: egyetlen k6z6s bejaras

O(n + m)
A\ B 2 8
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Unio osszefésiilessel

Pszeudokod

Eljdrds Uni6é(A, n, B, m, C, k)
ie«l; j«<1; k<0
Ciklus amig i = n és j = m
k « K+ 1
Ha A[i] < BI[j] akkor
Clk] « A[i] ; 1«1+ 1
kiilonben ha A[i] > B[j] akkor
CIkl « BI[j] ; j «j +1
kiilonben // egyenlék
CIK] « A[i] ; i«di+1; 3«3 +1
Elagazas vége
Ciklus vége
Ciklus amig i = n // A maradéka
k « k+ 1 ; C[k] « A[i] ; 1«1+ 1
Ciklus vége
Ciklus amig j = m // B maradéka
k « k+1; CIkl] «B[j] ; j«<3j+1
Ciklus vége
Eljaras vége
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Java

int i=0, j =0, k = 0;

while (i < a.length && j < b.length) {
if (ali]l < b[jl) clk++] = ali++];
else if (ali]l > b[jl) clk++] = b[j++];
else { cl[k++] = ali++]; j++; }

b

while (i < a.length) clk++] = al[i++];

while (j < b.length) clk++] = b[j++];

Metszet: csak az egyenl6 agban irunk C-be, a
maradékot nem masoljuk.

Kiilonbség: csak az A[i] < B[j] agban irunk, és A
maradékat masoljuk.
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Részhalmaz o0sszefésuléssel

Fliggvény Része(A, n, B, m) // A cB?
ie«1; 3«1
Ciklus amig i = n és j = m és A[il = BI[j]
Ha A[i] = B[j] akkor i « i + 1
_'j(—_'j+1
Ciklus vége
Vissza: 1 > n
Fliggvény vége

e Ha A[i]l < B[jl , akkor A[i] biztosan nincs B-ben (B tovabbi elemei még nagyobbak) —
nem részhalmaz

e Lépésszam: O(n + m)
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Az abrazolasok 0sszehasonlitasa

m Logikai vektor | Rendezetlen tomb | Rendezett tomb

eleme-e O(1) O(log n)

bévités, torlés o(1) O(n) O(n)

részhalmaz O(|U)) O(n - m) O(n + m)

unid, metszet, kilonbség O(|U)) O(n - m) O(n + m)

tarigény |U| bit n elem n elem

feltétel kicsi, ismert U — rendezhetd elemek

Nincs ,legjobb” abrazolas: a valasztas az alaphalmaz méretétdl és a leggyakoribb
miuiveletekt6l fligg.

Adatszerkezetek - 6. hét - Halmaz

19



Beépitett halmazok

Java

a.add("Wuhan");
a.contains("Wuhan");
a.remove("Wuhan");

u.addAll(b);
u.retainAll(b);
u.removeAll(b);

TreeSet<Integer> t =
t.first(); t.last();

Set<String> a = new HashSet<>(); // 0(1) atl.

// true

Set<String> u = new HashSet<>(a);

// unid
// metszet
// kildnbség

new TreeSet<>(); // 0(log n)
// rendezett!

Go - nincs set tipus, map-pel

type Set map[stringlstruct{}

s := Set{}

s["Wuhan"] = struct{}{}
_, ok := s["Wuhan"]
delete(s, "Wuhan")

// boOvités
// eleme-e
// torlés

// gyakori rovidités:
seen := mapl[int]bool{}
if !seen[x] {

seen[x] = true

}

HashSet és Go map : hash tabla (11. hét) - TreeSet : kiegyensulyozott keresé6fa (15. hét)
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Osszefoglalas

Halmaz: kilonb6z6 elemek rendezetlen gyljteménye; miveletek: €, €, u, N, \

Logikai vektor / bitmaszk: kicsi, ismert alaphalmaz esetén a leggyorsabb — O(1), O(|U])

Rendezetlen tomb: egyszerl, de a halmazmuveletek O(n - m)

Rendezett tomb: binaris keresés O(log n), 6sszefésiiléssel a halmazmuveletek O(n + m)

e Beépitett: Java HashSet / TreeSet , Go map[T]lstruct{}

Kovetkez6 hét: a verem (stack) — LIFO elv, tombos megvaldsitas, postfix kifejezések kiértékelése.
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Ellenorzo kéerdések

1. Az univerzum U ={1, 2, ..., 8}. ird fel logikai vektorként: A={2, 3,5, 7}, B={1, 2, 3, 4}!
Szamold ki: AuB, AN B, A\B!

2. lgaz vagy hamis: rendezetlen tdmbdés abrazolasnal a metszet Iépésszama O(n + m).

3. Végezd el papiron az 6sszefésllést: A=[1,4,6,9],B=1[2,4,9, 10! AddmegAuB,ANBés
A\ B értékét!

4. Miert nem célszer( logikai vektorral abrazolni a hallgatoi azonositok (8 jegyl szamok)
halmazat?

5. Bitmaszkokkal: a = 0b1010, b = 0b0110 .Mennyi a & b, a | b, a & ~b ?

Adatszerkezetek - 6. hét - Halmaz 22



Gyakorlat
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\ Bemutato programok

Logikai vektor  BitVectorSet.java ho6/bitvectorset napok halmaza, bitmaszk-muveletek

Rendezetlen UnorderedSet. java h@o6/unorderedset  O(n - m) mliveletek, torlés az utolsoval
Rendezett SortedSet. java ho6/sortedset binaris keresés, 0sszefésullés
Beépitett BuiltinSets. java h@6/builtin HashSet , TreeSet , Go map
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N\ Feladatok

1. Ismétléodések torlése: készits egy tombbdl halmazt rendezéssel! ( [4,1,4,2,1] - [1,2,4])

2. Szimmetrikus differencia: A A B=(A\B)u (B \ A) — rendezett tdmbdkdn, egyetlen
Osszefésliléssel!

3. Diszjunktak-e? Dontsd el O(n + m) Iépésben, hogy két rendezett halmaznak nincs kdzds
eleme!

. Hatvanyhalmaz: ird ki egy n elem( halmaz 6sszes részhalmazat bitmaszkokkal! Hany van?
. Kilonb6z6 betiik: hany kiilénbdzé angol betli szerepel egy szévegben? (logikai vektor)

. Pangramma: szerepel-e egy mondatban az angol abécé 6sszes betlje?

N OO O b

. K6z0s baratok: két baratlista metszete beépitett halmaz (map) segitségével.

Megoldasok: Exercises@6.java , h06/exercises
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\ Hazi feladat

1. Valosits meg egy SortedSet osztalyt add(x) és remove(x) mdlveletekkel, amely mindig
rendezett marad! (Tipp: binaris kereséssel keresd a helyet.)

2. Multihalmaz (zsak): egy elem tdbbszdr is szerepelhet. Hogyan abrazolnad logikai vektor
helyett? Valositsd meg az uniot és a metszetet (a darabszamok maximuma, illetve minimuma)!

3. Harom rendezett halmaz metszetét szamold ki egyetlen kbz6s bejarassal!

4. Egy 1 és 100 000 kozotti szamokbal alld, 1 000 000 elem( tdmbben hany kiilonb6z6 szam
van? Oldd meg logikai vektorral, és hasonlitsd 6ssze a rendezéses megoldassal!
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