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12. hét — Rekurzio: a probléma visszavezetése dnmaga kisebb példanyara
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Ismeétlés

o Hivasi verem (7. hét): minden fliggvényhivas egy keretet tesz a verembe, a visszatérés kiveszi
e Lancolt lista: egy elem + a lista maradéka (ami szintén lista!)

e Binaris keresés: a feladatot a felére csdkkentjlk, és ugyanugy folytatjuk

A mai ora kérdései
e Mi arekurzid, és hogyan mikddik a szamitogépben?
e Hogyan irjunk helyes rekurziv fliggvényt?

e Mikor jo a rekurzid, és mikor veszélyes?
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Mi a rekurzio?

Rekurzio: egy fliggvény 6nmagat hivja, a feladat egy kisebb példanyara.

Minden rekurziv fliggvény két részbdl all:

1. Alapeset (baziseset): a legegyszerlibb eset, amelyet kdzvetlenitl megoldunk - itt megall a rekurzid
2. Rekurziv eset: a feladatot visszavezetjik ugyanannak a feladatnak egy kisebb példanyara
Faktorialis:n!l=1-2-...-n

O'=1 (alapeset)
nl=n-(n-1) (rekurziv eset)

Matematikaban ez a teljes indukcio parja: ha az alapeset igaz, és a kisebbdl kdvetkezik a nagyobb, akkor
minden esetre igaz.
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Faktorialis

Pszeudokod

Fliggvény Fakt(n)
Ha n = 1 akkor
Vissza: 1
kilonben
Vissza: n - Fakt(n - 1)
Elagazas vége
Flggvény vége

Java

static long fact(int n) {
if (n <= 1) return 1;
return n x fact(n - 1);
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// alapeset

// rekurziv eset

func fact(n int) int64 {
if n<=1{
return 1

}
return int64(n) x fact(n-1)

A program kimenete ( Factorial):

fact(4) hivas
fact(3) hivas
fact(2) hivés
fact(1) hivas
fact(1l) =1
fact(2) = 2
fact(3) = 6
fact(4) = 24




Hogyan miikédik? A hivasi verem

fakt(4) kiértékelése: lefelé hivasok (a verem nd), felfelé visszatérések (a verem csokken)

[ fakt(4) = 4 - fakt(3) ] — visszaad: 24

i fakt(3) = 3 - fakt(2) ] — visszaad: 6

i fakt(2) =2 -

fakt(1)

i fakt(1) = 1 (alapeset) ] — visszaad: 1

] — visszaad: 2

hivasi verem

fakt(1)

fakt(2)

fakt(3)

fakt(4)

«— top

e Minden hivas sajat keretet kap: sajat n paraméter, sajat visszatérési cim

e A szorzasok csak visszafelé (a visszatérések soran) hajtédnak végre

e Tarigény: O(n) — n darab keret a veremben
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Helyes rekurzio - harom szabaly

1. Van alapeset, amely rekurzio nélklll ad eredmeényt

2. Minden rekurziv hivas kozelebb visz az alapesethez (kisebb n, révidebb lista, kisebb
tartomany)

3. Bizz a rekurzidban: tételezd fel, hogy a kisebb feladatra a hivas helyes eredményt ad, és csak
azt gondold végig, hogyan lesz belble a nagyobb feladat megoldasa

Ha nincs alapeset, vagy nem kozelitiink felé: végtelen rekurzio — a verem megtelik
Java: StackOverflowError (kb. 10 000-30 000 hivas utan) - Go: a verem nd, de 1 GB-nal
osszeomlik
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A rekurzio fajtai

T TR

Kozvetlen f dnmagat hivja faktorialis

Kozvetett f hivja g-t, g hivja f-et paros(n) — paratlan(n — 1)
Linearis egy rekurziv hivas faktorialis, 6sszegzés, lista hossza
Fa (tobbsz6rés) tobb rekurziv hivas Fibonacci, Hanoi tornyai, fabejaras

Farokrekurzio a rekurziv hivas az utolsé mivelet gcd(b, a mod b)

A farokrekurzio gépiesen ciklussa alakithato (egyes forditok ezt automatikusan meg is teszik — a
Java és a Go nem).
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Hatékonysag: a Fibonacci-példa
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Fibonacci-szamok

Definicio: F(0) =0, F(1) =1, F(n) =F(h - 1) + F(n - 2)
0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, ...

Fliggvény Fib(n) static long fib(int n) {
Ha n < 2 akkor if (n < 2) return n;
Vissza: n return fib(n - 1) + fib(n - 2);
kiilonben ¥
Vissza: Fib(n - 1) + Fib(n - 2)

Elagazas vége

Filggvény vége Egyszeru es pontosan koveti a definiciot — de...
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A naiv Fibonacci hivasi faja

fib(5) hivasi faja: ugyanazokat az értékeket Ujra és Ujra kiszamolja

(f) ] o )
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(3): 2-szer
f(2): 3-szor
osszesen 15 hivas
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Mérési eredmények

nm naiv hivasok | memoizalva | id6 (naiv)

177 0,0 ms
20 6765 21 891 39 0,1 ms
30 832040 2 692 537 59 2,6 ms
40 102334155 331160281 79 320 ms

e A naiv valtozat exponencialis: O(¢") = O(1,618") — n = 50-re percek, n = 100-ra évmillidk
e Memoizacio: a mar kiszamolt értékeket egy hash tablaban taroljuk — O(n)

e Iteracio: két valtozoéval, O(n) id6, O(1) tar

Adatszerkezetek - 12. hét - Rekurzid

11



Javitott valtozatok

Memoizacio (Java) Iteracioé (Go)

static HashMap<Integer, Long> memo = new HashMap<>(); func fibIter(n int) int {
a, b =0, 1
static long fibMemo(int n) { for i :=0; i < n; i++ {
if (n < 2) return n; a, b =Db, atb
Long cached = memo.get(n); 1
if (cached != null) return cached; return a
long r = fibMemo(n - 1) + fibMemo(n - 2); I
memo.put(n, r);
return r;
I

A memoizacié a dinamikus programozas alapétlete: minden részfeladatot csak egyszer oldunk meg.
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Klasszikus példak
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Rekurziv gondolkodas: ,,els6 + maradék”

Tomb Osszege: az els6 elem + a maradék dsszege

static int sum(int[] a, int from) {
if (from == a.length) return 0;
return al[from] + sum(a, from + 1);

String megforditasa: a maradék megforditva + az elsé
karakter

static String reverse(String s) {
if (s.isEmpty()) return s;
return reverse(s.substring(1)) + s.charAt(0);
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Palindrom: az els6 = az utolso, és a belseje is palindrom

func isPalindrome(r []rune) bool {
if len(r) < 2 {
return true

}
return r[@] == rllen(r)-1] &&
isPalindrome(r[1l:1len(r)-11)

Lancolt lista hossza: 1 + a maradék hossza

func length(p *Node) int {
if p == nil {
return @

I
return 1 + length(p.Next)
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Gyors hatvanyozas - oszd meg és uralkodj

X138 kiszamitasa 12 szorzas helyett:
e xB=(x%2-x x®=(x32 x3=(x"2-x — Osszesen 5 szorzas

Fliggvény Hatvany(x, n)
Ha n = 0 akkor Vissza: 1
fél « Hatvany(x, n div 2)
Ha n mod 2 = @ akkor Vissza: fél - fél
kiilonben Vissza: fél - fél - x
Fliggvény vége

e Minden hivas felezi n-t — O(log n) hivas (mint a binaris keresés)

e Ugyanez a minta: binaris keresés rekurzivan, 6sszeféslilé rendezés, gyorsrendezés (13. hét)
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Hanoi tornyai

Hanoi tornyai: n korong A-rol C-re, nagyobb kisebbre nem keriilhet

Eljaras Hanoi(n, honnan, hova, segéd)
Ha n > @ akkor
Hanoi(n - 1, honnan, segéd, hova)
Mozgat(honnan, hova)
Hanoi(n - 1, segéd, hova, honnan)
Elagazas vége
Eljaras vége
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C
o Lépések szama: 2" -1 — O(2")
e Nn=23:7lepés-n=20:1048 575 lépés

e n = 64: masodpercenként egy lépéssel kb.
585 milliard év

lterativan sokkal nehezebb megirni!
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Visszalépéses kereseées: permutaciok

Az A, B, C &6sszes sorrendje: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA

static void permute(List<Character> prefix, boolean[] used, char[]l items) {
if (prefix.size() == items.length) { print(prefix); return; } // alapeset
for (int i = 0; i < items.length; i++) {
if (used[i]) continue;
used[i] = true; prefix.add(items[i]); // dontés
permute(prefix, used, items); // a maradék rekurzivan
prefix.remove(prefix.size() - 1); wused[i] = false; // visszalépés

e n elemnek n! permutaciodja van — O(n - n!)

e Ugyanez a minta: sudoku, utvesztd, 8 kiralynd, részhalmazok
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Rekurzio vagy iteracio?

Kod révid, a definiciot kdveti gyakran hosszabb
Tarigény O(mélyséq) a veremben altalaban O(1)
Sebesség fliggvényhivas koltsége gyorsabb

Veszély verem tulcsordulasa —

Természetes alkalmazas fak, oszd meg és uralkodj, visszalépés egyszer( ciklusok, listak

Minden rekurzio atirhato iteraciova (sziikség esetén egy sajat veremmel), és forditva.
Okolszabaly: ha a feladat fa szerkezetii (t6bb rekurziv hivas), a rekurzié sokkal egyszer(ibb; ha
linearis, inkabb ciklust irjunk.
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Osszefoglalas

Rekurzio: a fliggvény 6nmagat hivja egy kisebb feladatra

Kell: alapeset + a hivasok kozelitsenek az alapesethez

MUkddés: hivasi verem — minden hivas sajat kerettel, tarigény O(mélység)

Fa rekurzié kdnnyen exponencialis lehet (naiv Fibonacci) — memoizacio vagy iteracio

Klasszikus példak: faktorialis, hatvanyozas (O(log n)), Hanoi tornyai (2" — 1), permutaciok

A fak (14-15. hét) és a gyors rendezések (13. hét) természetes eszkdze

Kovetkez6 hét: rendezések Il. — sszefésilild rendezés és gyorsrendezés.
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Ellenorzo kéerdések

. Milesza Fakt(5) hivas soran a hivasi verem legnagyobb mélysege?

. Mi a hiba? Fliggvény F(n): Vissza: n + F(n - 1)

Hanyszor hivodik meg a naiv Fib fiiggvény a Fib(5) kiszamitasa soran?
. Mit ir ki? Eljaras P(n): Ha n > @ akkor P(n - 1); Kiir(n) - P(3)

.Eshaa Kiir(n) a P(n - 1) elé kerll?

o g A W N -

Hany lépésben rakhatd at 5 korong a Hanoi tornyai jatékban?
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Gyakorlat
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\ Bemutato programok

Faktorialis

Fibonacci
Példak
Hanoi

Veremmélység

Permutaciok

Factorial. java hl12/factorial
Fibonacci.java h12/fibonacci
RecursionExamples. java h12/examples
Hanoi. java hl2/hanoi
StackDepth. java h12/stackdepth
_ _ h12/
Permutations. java _
permutations
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hivasok behuzasos kiirasa, tulcsordulas
hivasok szama, memoizacio, idé

0sszeg, hatvany, megforditas, palindrom, binaris
keresés

|épések kiirasa, 2" — 1

StackOverflowError Java-ban, ndvekvd
verem Go-ban

visszalépéses keresés
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N\ Feladatok

Oldd meg rekurzioval (ciklus nélkul)!

. Szamjegyosszeg: 2026 - 10

. Kettes szamrendszer: 50 - "110010" (vesd 0ssze a 7. heti veremmel!)
. Maximum: egy tomb legnagyobb eleme

. Megszamlalas: hanyszor fordul el6é x egy tdombben?

. Lista visszafelé: ird ki egy lancolt lista elemeit forditott sorrendben!

. Lista hossza rekurzivan

N OO O B W N =

. Binomialis egyiitthato: C(n, k) = C(n - 1, k — 1) + C(n — 1, k) — miért lassu nagy n-re?

Megoldasok: Exercisesl2.java, hl2/exercises
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\ Hazi feladat

1. ird meg a binomidlis egyitthatét memoizaciéval, és mérd meg a gyorsulast C(30, 15) esetén!
2. irj rekurziv fliggvényt, amely kiirja egy halmaz 6sszes részhalmazat! Hany van?

3. Utveszt6: egy karakteres térképen (# fal, . Ut) keress utat a bal felsé saroktdl a jobb alséig
visszalépéses kereséssel!

4. ird 4t a Hanoi tornyai megoldast iterativra egy sajat veremmel! (Tipp: a verembe a ,még
elvégzendd feladatokat” tedd.)
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