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Ismeétlés

e Egyszerii rendezések (5. hét): buborék, kivalasztasos, beszirasos — O(n?)
o Osszefésiilés (3., 6. hét): két rendezett sorozatbdl egy rendezett — O(n + m)

o Rekurzio (12. hét): a feladat visszavezetése kisebb példanyokra

A mai ora kérdései
e Hogyan lehet O(n log n) id6 alatt rendezni?

e Mi az ,,oszd meg és uralkod;” elv?

e Miért a gyorsrendezés a gyakorlat kedvence — és mikor lassu?
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Oszd meg és uralkod;j

Divide and conquer — harom lépés:

1. Felosztas: a feladatot kisebb, azonos tipusu részfeladatokra bontjuk
2. Uralkodas: a részfeladatokat rekurzivan megoldjuk (a nagyon kicsiket kdzvetlen(l)

3. Osszevonas: a részmegoldasokbdl elSallitjuk a teljes megoldast

Osszefésiilé rendezés trividlis (k6zépen kettévagjuk) munka: 6sszefésiilés
Gyorsrendezés munka: particionalas trivialis (semmi)

Binaris keresés (2. hét)  a kdzépsd alapjan — (csak az egyik felét nézzik)
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Osszefésiilé rendezés
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Osszefésiilé rendezés - az otlet

felosztas

osszefésiilés
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38 | 27 | 43 3 9 82 | 10 1
38 | 27 | 43 3 82 | 10 1
log, n szint
38 | 27 43 3 82 10 1
38 27 43 3 82 10 1
27 | 38 3 43 82 1 10
szintenként O(n) munka
3 27 | 38 | 43 9 10 | 82
1 3 9 10 | 27 | 38 | 43 | 82



Az osszefesiilés lépése

B 3 127 | 38| 43 J 1 9 | 10 | 82 B[i] = 27 < J[j] = 82
T i T 3 SALK] « 27, ici+1
A 1 3 9 10 mindig a két rész elején allé

- kisebbik elem keril az eredménybe
1

Két rendezett részbdl (B, J) egy rendezett tomb (A)

Mindig a két rész elején allo elemek kozil a kisebbiket tesszik at
e Ha az egyik rész elfogyott, a masik maradékat atmasoljuk

o Lépésszam: O(n), segedtar: O(n)
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Osszefésiil6 rendezés - algoritmus

Pszeudokod

Eljarads Osszefésiil6Rendezés(A, bal, jobb) static void mergeSort(int[] a, int lo, int hi) {
Ha bal < jobb akkor if (lo >= hi) return;
k « (bal + jobb) div 2 int mid = lo + (hi - lo) / 2;
Osszefésiil6Rendezés (A, bal, k) mergeSort(a, lo, mid);
Osszefésiil6Rendezés(A, k + 1, jobb) mergeSort(a, mid + 1, hi);
Osszefésil(A, bal, k, jobb) merge(a, lo, mid, hi);
Eldgazés vége ¥

Eljaras vége
static void merge(int[] a, int lo, int mid, int hi) {

Eljdras Osszefésiul(A, bal, k, jobb) int[] U = Arrays.copyOfRange(a, lo, mid + 1);
B « Albal..k] ; J « A[k+1l..jobb]l // mésolatok int[] r = Arrays.copyOfRange(a, mid + 1, hi + 1);
i«<1; jJ«1; mebal int i =0, j =0, k = lo;
Ciklus amig i = hossz(B) és j = hossz(J) while (i < l.length && j < r.length)
Ha B[i] = J[j] akkor alk++] = (Uil <= rlj]) ? Uli++] @ rlj++];
Alm] « B[i] ; i « i+ 1 while (i < l.length) alk++] = 1[i++];
kiilonben while (j < r.length) alk++] = r[j++]1;
Alml « 301 5 § < + 1 ;
Eldagazas vége
mem+1

Ciklus vége
B és J maradékdnak atmdsoldsa A-ba
Eljaras vége
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Osszefésiilé rendezés - elemzés

o A felezések szama: log, n szint

e Minden szinten 6sszesen n elemet féslillink 6ssze — szintenként O(n)

o Osszesen: O(n log n) — minden esetben (legjobb, atlagos, legrosszabb)

Tulajdonsag Osszefésiilé rendezés

L épésszam O(n log n) mindig
Segédtar O(n) — nem helyben rendez
Stabil igen ( = az dsszeféslilésben)

Lancolt listan  jél m(ikddik (nem kell kozvetlen elérés)

n =10° esetén: n2 =102 [épés, nlog, n = 2 - 107 |épés — 50 000-szer kevesebb!
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Gyorsrendezes
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Gyorsrendezés - az otlet

C. A. R. Hoare (1959)

1. Valasszunk egy elemet: ez a pivot (vezérelem)

2. Particionalas: rendezzik at a tombot Ugy, hogy a pivotnal kisebbek balra, a nagyobbak
jobbra kerlljenek — a pivot igy a végleges helyére kerl

3. Rendezzlik rekurzivan a bal és a jobb részt

Az Osszefésilé rendezéssel ellentétben itt a felosztas a munka, az 6sszevonas ,ingyen” van:
ha a két rész rendezett, az egész is az.
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Particionalas (Lomuto-modszer)

kezdet 7 2 4 8
j=1 2 7 4 8
j=3 2 L 7 8
ji=4 2 4 7 8
vége 2 4 6 8
< pivot pivot > pivot
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pivot = 6 (az utolso elem)

2<6 —i=0, csere

4<6—>i=1,csere

3<6 —i=2,csere

pivot a helyére: csere(Afi+1], Afjobb])
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Gyorsrendezés - algoritmus

Pszeudokod

Eljdrds Gyorsrendezés(A, bal, jobb) static void quickSort(int[] a, int lo, int hi) {
Ha bal < jobb akkor if (lo >= hi) return;
p « Particional(A, bal, jobb) int p = partition(a, lo, hi);
Gyorsrendezés(A, bal, p - 1) quickSort(a, lo, p - 1);
Gyorsrendezés(A, p + 1, jobb) quickSort(a, p + 1, hi);
Eldgazas vége ¥

Eljaras vége
static int partition(int[] a, int lo, int hi) {

Fliggvény Particional(A, bal, jobb) int pivot = al[hil];
pivot « A[jobb] int i = lo - 1;
ie«bal -1 for (int j = lo; j < hi; j++)
Ciklus j « bal-td6l jobb - 1-ig if (alj] < pivot) {
Ha A[j] < pivot akkor i++;
iei+1 swap(a, i, j);
csere(A[il, AIljl) +
Eldgazas vége swap(a, i + 1, hi);
Ciklus vége return i + 1;
csere(A[i + 11, Aljobbl) }

Vissza: 1 + 1
Flggvény vége
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A pivot valasztasanak jelentésége

particionalas 7 2 9 4 3 8 6
rekurzio 2 4 3 6 9 8 7
rendezett 2 3 4 6 7 8 9

Jo pivot (a kozépso koriili érték): a részek kb. felez6dnek — log n szint — O(n log n)

Rossz pivot (mindig a min. vagy max.): n szint — O(n?)
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Gyorsrendezés - elemzés

et — p——

Legjobb a pivot mindig a median O(n log n)

O(nlogn) (~1,39 - nlog, n

Atlagos véletlenszer(i adat . "y
dsszehasonlitas)

a pivot mindig a min. vagy a max. (pl. rendezett tomb, utolso
Legrosszabb P , g & P O(n?)
elem pivot)

Mérés (n = 5000, rendezett bemenet): fix pivot 12 497 500, véletlen pivot 68 648 6sszehasonlitas
Védekezés a legrosszabb eset ellen:

e Véletlen pivot — a rossz eset valoszinlisége elhanyagolhaté
e Harombol a k6zépso (az elsd, a kozépso és az utolsd elem medianja)

e A kisebbik részre rekurzio, a nagyobbikra ciklus — a veremmeélység O(log n)
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Gyorsrendezeés - tulajdonsagok

L épésszam O(n log n) atlagosan, O(n?) legrosszabb esetben
Segédtar O(log n) (a rekurzidé verme) — helyben rendez
Stabil nem (a tavoli cserék miatt)

A gyakorlatban altalaban a leggyorsabb — kevés adatmozgatas, gyorsitotar-barat

A Java Arrays.sort primitivtdmbokre Dual-Pivot Quicksort-ot, a Go slices.Sort
pdgsort-ot (a gyorsrendezes tovabbfejlesztett valtozatat) hasznal.
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Osszehasonlitas
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A rendezések 6sszehasonlitasa

Buborék igen
Kivalasztasos O(n?) O(n3) O(n3) O(1) nem
Beszurasos O(n?) O(n?) O(n) 0(1) igen
Osszefésiilé O(n log n) O(nlogn) O(nlogn) O(n) igen
Gyors 0O(n? O(nlogn) O(nlogn) Of(log n) nem
Kupacrendezés (15. hét) O(n log n) O(nlogn) O(nlogn) 0O(1) nem
Szamlalo (5. hét) O(n + K) O(n + k) O(n + k) O(k) igen

Also korlat: csak 6sszehasonlitdsokra éplilé rendezés legrosszabb esetben nem lehet gyorsabb Q(n log n)-nél.
A szamlalo rendezés azért gyorsabb, mert nem hasonlit, hanem szamol (csak kis értéktartomanyra).
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Méreési eredmeények (véletlen adat)

_ beszurasos | 0sszefésiilé | gyors | beépitett

1 000 0,8 ms 0,2 ms 0,2 ms 0,9 ms
10 000 13,3 ms 0,7 ms 0,6 ms 1,5 ms
100 000 1159 ms 16,5 ms 44ms  5,7ms
1 000 000 (~2 perc) 65,6 ms 49,8 ms 43,6 ms

Java, SortBenchmark program. A beépitett rendezés kis n-nél a JVM bemelegedése miatt tlnik
lassunak.
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KiilsO rendezeés

Mi van, ha az adat nem fér el a memoariaban (pl. 100 GB-os fajl, 8 GB RAM)?
Kiils6 0sszefésiilé rendezés:

1. Olvassunk be annyit, amennyi befér (pl. 1 GB), rendezziik a memdariaban, es irjuk ki egy
ideiglenes fajlba — 100 rendezett ,,futam”

2. Fésiiljiik 6ssze a futamokat: mindegyikb6l csak az elejét tartjuk a memariaban, és mindig a
legkisebbet irjuk ki (k-utas 6sszefésiilés — prioritasi sorral)

e A lassu lemezmUveletek szama minimalis: minden adatot kétszer olvasunk és irunk

o Adatbazis-kezel6k, nagy adatfeldolgozo rendszerek igy rendeznek
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Osszefoglalas

e Oszd meg és uralkodj: felosztas — rekurziv megoldas — dsszevonas
o Osszefésiilé rendezés: felezés + dsszefésiilés - mindig O(n log n) - stabil - O(n) segédtar

e Gyorsrendezés: pivot + particionalas - atlagosan O(n log n), legrosszabb O(n?) - helyben -
nem stabll

e A pivot valasztasa kritikus — véletlen pivot vagy harombdl a k6zépsé
o Osszehasonlité rendezés nem lehet gyorsabb O(n log n)-nél

o Kililso rendezés: futamok + k-utas 6sszefésilés

Kovetkez6 hét: fak — fogalmak, binaris fak, abrazolas, bejarasok.
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Ellenorzo kéerdések

1. Rajzoldlea [5, 1, 4, 2, 8, 3] tomb osszefésild rendezésének felosztasi és
Osszefesilési fajat!

2. Particionalda [4, 8, 1, 6, 3, 7, 5] tdmbo6t a Lomuto-modszerrel (pivot = 5)! Hova kerdl

a pivot?

lgaz vagy hamis: a gyorsrendezés legrosszabb esetben is O(n log n) Iépésben rendez.

. Melyik rendezést valasztanad, ha a stabilitas fontos, és garantalt O(n log n) kell?

Miért lassu a gyorsrendezés rendezett tdombon, ha mindig az utolso elem a pivot?

o g A~ W

. Hany szintje van az 6sszeféslilé rendezés rekurzios fajanak n = 1024 esetén?
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Gyakorlat
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\ Bemutato programok

Osszefésils MergeSort.java h13/mergesort  az 6sszeféslilések sorrendje, rekurzios mélység
Gyorsrendezés  QuickSort.java h13/quicksort  particionalas, rossz és véletlen pivot
Mérés SortBenchmark. java h13/benchmark  O(n?) vs O(n log n) vs beépitett

Futtasd a SortBenchmark programot! Hanyszorosara né az id8, ha n tizszeresére né — a
beszurasos es az dsszefeslldé rendezésnél?
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N\ Feladatok

1. Csokkeno sorrend: modositsd az 0sszeféslilé rendezést csokkend sorrendre!

2. Stabil rendezés: rendezz szavakat a hosszuk szerint Ugy, hogy az azonos hosszuak sorrendje
megmaradjon!

3. Inverziok O(n log n)-ben: szamold meg az inverzidkat 6sszeféslilés kozben! (vesd Ossze az 5.
heti O(n?)-es megoldassal)

4. Quickselect: keresd meg a k-adik legkisebb elemet rendezés nélkll, a particionalassal -
atlagosan O(n)!

5. Holland zaszlo: rendezz egy csak 0, 1 és 2 értékeket tartalmazé tombot egyetlen bejarassal!

6. Median: két rendezett tomb kdz6s medianja 6sszefésiiléssel.

Megoldasok: Exercises13.java, hl3/exercises
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\ Hazi feladat

1. Valositsd meg a gyorsrendezést harombol a kdzépso pivotvalasztassall Mérd meg rendezett
és forditott bemeneten!

2. Hibrid rendezés: ha a rész 16 elemnél kisebb, hasznalj beszurasos rendezést! Mennyit gyorsit
ez a mérések szerint?

3. Ird meg az 6sszefésilé rendezést lancolt listara (segédtdmb nélkil)! (Tipp: a lista kettévagasa
a 9. heti nyul-teknés modszerrel.)

4. Valésitsd meg a Hoare-féle particionalast (két index halad egymassal szemben)! Hasonlitsd
dssze a cserék szamat a Lomuto-modszerrel!
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