Adatszerkezetek

15. hét — Binaris keres6fa, kiegyensulyozottsag, kupac; a kurzus ésszefoglalasa
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Ismeétlés

e Binaris fa: legfeljebb két gyerek; lancolt és tdmbds abrazolas
e Bejarasok: preorder, inorder, postorder (rekurzivan), szintenként (sorral)

e Binaris keresés (2. hét): rendezett témbben O(log n) — de a beszuras O(n)

A mai ora kérdései
e Hogyan lehet a keresést és a beszurast is gyorssa tenni?

e Miért fontos, hogy a fa kiegyensulyozott legyen?

e Hogyan ad a kupac gyors prioritasi sort?
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Binaris keresofa
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A binaris keresofa

Binaris keresofa (BST, binary search tree): olyan binaris fa, amelyben minden csomopontra igaz:

e a bal részfajaban minden kulcs kisebb,

e ajobb részfajaban minden kulcs nagyobb, mint a csomdpont kulcsa.

Fontos kovetkezmény: az inorder bejaras a kulcsokat névekvo sorrendben adja!
Példa: 8, 3, 10, 1, 6, 14, 4, 7, 13 beszurasa utan az inorder: 13467 8 10 13 14

Nem elég, hogy minden csomdpont a kdzvetlen gyerekeinél nagyobb/kisebb — a feltétel a
teljes reszfakra vonatkozik!
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Keresés
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Keresés: x =7
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Minden |épés egy szinttel lejjebb visz:

Iépésszam = O(magassag)



Keresés - algoritmus

Fliggvény Keres(Gyokér, x)
P « Gyokér
Ciklus amig P # Nil és Elem[P].Kulcs # X
Ha x < Elem[P].Kulcs akkor
P « Elem[P].Bal
kilonben
P « Elem[P].Jobb
Elagazas vége
Ciklus vége

Vissza: P // Nil, ha nincs benne
Flggvény vége

Minimum: mindig balra, amig lehet
Maximum: mindig jobbra, amig lehet
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Java

boolean contains(int x) {
Node p = root;
while (p '= null && p.key != x)
p = (x < p.key) ? p.left : p.right;
return p !'= null;

func (t *BST) Contains(x int) bool {
p := t.Root
for p != nil && p.Key !'= x {
if x < p.Key {

p = p.Left
} else {
p = p.Right
I
s
return p !'= nil




Beszuras
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Beszuras: x =9

9 >8 - jobbra
9 < 10 - balra

iires hely - ide (uj levél)

Az Uj elem mindig levél lesz.



Beszuras - algoritmus

Fliggvény Beszur(P, x) // az Uj részfat adja
Ha P = Nil akkor
Lefoglal(Q) ; Elem[Q].Kulcs « x
Elem[Q].Bal « Nil ; Elem[Q].Jobb « Nil
Vissza: Q
Ha x < Elem[P].Kulcs akkor
Elem[P].Bal « Beszur(Elem[P].Bal, x)
kiilonben ha x > Elem[P].Kulcs akkor
Elem[P].Jobb « Beszir(Elem[P].Jobb, x)
Vissza: P

Flggvény vége
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Node insert(Node p, int x) {
if (p == null) return new Node(x);
if (x < p.key)
p.left = insert(p.left, x);
else if (x > p.key)
p.right = insert(p.right, x);
return p;

Hivas: root = insert(root, x);



Torles — harom eset

1. levél: 2. egy gyerek: 3. két gyerek:
egyszerlen toroljuk a gyerek a helyére lép az inorder rakovetkezé értéke

o Levél: egyszerlien toroljuk
o Egy gyerek: a gyerek (a teljes részfajaval) a torolt helyere Iép

o Két gyerek: a jobb részfa legkisebb elemét (az inorder rakovetkezo6t) a helyére masoljuk,
majd azt toroljuk — annak legfeljebb egy gyereke van
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Torlés - kod

Node delete(Node p, int x) {

if (p == null) return null;

if (x < p.key) p.left = delete(p.left, x);

else if (x > p.key) p.right = delete(p.right, x);

else {
if (p.left == null) return p.right; // 0 vagy 1 gyerek
if (p.right == null) return p.left;
Node s = p.right; // 2 gyerek:
while (s.left != null) s = s.left; // inorder rakoévetkezd
p.key = s.key;
p.right = delete(p.right, s.key);

b

return p;
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Go - a két gyerekes eset

default:
if p.Left == nil {
return p.Right
b
if p.Right == nil {
return p.Left

b
s := p.Right // inorder rakovetkezd
for s.Left != nil {
s = s.Left
¥
p.Key = s.Key
p.Right = del(p.Right, s.Key)

A teljes kod: h15/bst
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Kiegyensulyozottsag
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A kereso6fa hatékonysaga a magassagon mulik

1, 2, ..., 7 sorrendben beszlirva: magassag 6 ugyanezek az elemek kiegyensulyozva: magassag 2

o Kereseés, beszuras, torlés: O(h), ahol h a fa magassaga

o Kiegyensulyozott fa: h = log, n — O(log n) - degeneralt fa: h =n - 1 — O(n) (listal)

e Mérés: 1000 elem rendezett sorrendben — magassag 999 - véletlen sorrendben — magassag
18
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Kiegyensulyozott keresofak

Kiegyensulyozott fa: minden csomdpontban a bal és a jobb részfa magassaga legfeljebb 1-gyel
tér el (AVL-feltétel).

jobbra forgatas

© O > @ (1)
»  © OO

A <x<B<y<C-azinorder sorrend (és a kereséfa-tulajdonsag) megmarad

e BeszUras és torlés utan a fat forgatasokkal helyredllitjuk — egy forgatas O(1)
e AVL-fa (1962), piros-fekete fa (Java TreeMap , TreeSet ), B-fa (adatbazisok, fajlrendszerek)

e Garantaltan O(log n) keresés, beszuras, torles

Adatszerkezetek - 15. hét - Binaris kereséfa, kupac, 6sszefoglalas

13



Kereso6fa, rendezett tomb vagy hash tabla?

m Rendezett témb Hash tabla Kiegyensulyozott keresé6fa

Keresés O(log n) O(1) atlagosan  O(log n)
Beszuras, torlés O(n) O(1) atlagosan O(log n)
Minimum, maximum  O(1) O(n) O(log n)
Rendezett bejaras O(n) O(n log n) O(n)
Intervallum [a, b] O(log n + k) O(n) O(log n + k)

Ha csak keresni kell: hash tabla. Ha a sorrend is szamit (legkisebb, kdvetkezd, intervallum):
keresofa.
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Kupac
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A kupac

A[1..7] - teljes fa, tombben (14. hét)

90 70 80 40 50 20 60

1 2 3 4 5 6 7

Maximum-kupac: minden sziil6 > gyerekei
A[i] = A[2i] és A[i] = Al[2i + 1]

a maximum mindig a gyokérben: A[1]
o Teljes binaris fa, tétmbben tarolva (14. hét: gyerekek 2i és 2i + 1, szil§ i div 2)

o Kupac-tulajdonsag: minden szlilé = a gyerekei (maximum-kupac) — vagy < (minimum-kupac)

o A testvérek kdzo6tt nincs sorrend — a kupac nem kereséfal
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Beszuras: felszivarogtatas

85 a végére 85 > 40 — csere 85> 70 — csere 85 <90 — kész

e Az Uj elemet a tdbmb végére tesszilk (a fa kovetkez6 szabad helyére)

e Amig nagyobb a szil6jénél, cseréljiik vele — legfeljebb h = log, n csere — O(log n)
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A maximum kivétele: lesiillyesztés

Fliggvény MaximumKivétel(A, n)
max « A[1]

A[1] « Aln] ; nen -1 2. Az utolso elemet a gyodkérbe tesszik

Ha A[i] = Algl akkor kilépés

csere(A[i], Algl) ; 1« g s . p _

Vissza: max

Fiigqué . rendezetlen tomb  O(1) O(n)
iggvény vége
rendezett tdmb O(n) o)
kupac O(logn) Oflog n)

Java PriorityQueue - Go container/heap
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1. A gy6kérben a maximum - ezt adjuk vissza

Lol _ 3. Amig kisebb a nagyobbik gyerekénél, lefelé
Ciklus amig 2-1i = n L,
g« 2-1 // bal gyerek csereljuk
Ha g + 1 = n és Alg + 1] > Alg] akkor
ge<g+1 // a nagyobbik gyerek 0(|og n)
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Kupacrendezeés

1. Kupacépités: a tombbdl helyben maximum-kupacot épitiink — O(n)

2. Ismételjik n — 1-szer: a gyokeret (maximum) kicseréljiik az utolso elemmel, a kupacot
eggyel kisebbnek tekintjik, és a gydkeret lesiillyesztjiik

[40, 70, 20, 90, 50, 80, 60, 10] kezdet
[90, 70, 80, 40, 50, 20, 60, 10] Kupac
[10, 20, 40, 50, 60, 70, 80, 90] rendezett

Lépésszam O(n log n) — minden esetben

Segédtar O(1) - helyben rendez

Stabil nem
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A kurzus osszefoglalasa
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Adatszerkezetek - attekintés

tomb O(1) index szerint n) / O(log n) rendezett  O(n)

dinamikus témb 0(1) O(n) O(1)* a végére O(n) 3
lancolt lista O(n) O(n) O(1) ismert hely  O(1) ismert hely 9-10
verem, sor csak a vég(ek) - O(1) Oo(1) 7,8, 11
halmaz (logikai vektor) - O(1) o(1) O(1) 6

hash tabla - O(1) atl. O(1) atl. O(1) atl. 11
keresé6fa (kiegyens.) - O(log n) O(log n) O(log n) 15
kupac max: O(1) O(n) O(log n) max: O(log n) 15

* amortizaltan
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Algoritmusok - attekinteés

keresés linearis - strazsas - binaris
rendezes (egyszerl) buborék - kivalasztasos - beszurasos

rendezés (hatékony) 0Osszeféslild - gyors - kupac

halmazmliveletek osszefésllés rendezett tombokon
kifejezések postfix kiértékelés veremmel
mintakeresés naiv

fabejaras pre-, in-, postorder - szintenként
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O(n) - O(n) - O(log n)
O(n?)

O(n log n)

O(n + m)

O(n)

O(n - m)

O(n)

22



Felkésziilés a 16. hétre

Zaro dolgozat (60 perc, papiron)

e |gaz/hamis és feleletvalasztos kerdések a fogalmakrol és a hatékonysagrol

o Kodkdvetés: mit ir ki egy verem vagy egy sor?

e Pszeudokodd kiegészitése (hianyzo kifejezések, relaciojelek): lista-, strazsas lista- és kereséfa-
muveletek

e Papiron vegrehajtando algoritmusok: rendezés, binaris keresés, bejaras, kereséfa-beszuras
Gyakorlati jegy (gépes feladat)

e Egy adatszerkezet megvaldsitasa és alkalmazasa Java vagy Go nyelven

Ismételd at minden hét ellen6rzé kérdéseit és feladatait — a dolgozat ezekhez hasonlo!
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Osszefoglalas

Binaris keresoéfa: bal < gydkér < jobb; az inorder bejaras rendezett

o Keresés, beszuras, torlés O(h) — toérlésnél harom eset (levél, egy gyerek, két gyerek)

Kiegyensulyozott fa: h = O(log n); rendezett besziras — degeneralt fa

AVL, piros-fekete fa: forgatasokkal tartjak egyensulyban a fat

Kupac: teljes fa tdmbben, szll6 > gyerek; beszuras és maximum-kivétel O(log n)

o Kupacrendezés: O(n log n), helyben

JOvo héten: zard dolgozat és gyakorlati jegy. Sok sikert!
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Ellenorzo kéerdések

1. Szurd be Ures keres6faba: 50, 30, 70, 20, 40, 60, 80, 35! Rajzold le, és add meg az inorder
bejarast!
2. Torold az 1. kérdés fajabol a 30-at! Hogyan néz ki a fa?

3. lgaz vagy hamis: a binaris kereséfa mindig kiegyensulyozott binaris fa.

4. lgaz vagy hamis: a keresés egy binaris keres6éfaban lehet ugyanolyan lassu, mint egy lancolt
listaban.

5. Szurd be Ures maximum-kupacba: 15, 40, 30, 50, 10! Add meg a témbdt minden Iépés utan!

6. Miért nem alkalmas a kupac egy tetszéleges elem gyors megkeresésére?
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Gyakorlat
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\ Bemutato programok

Keres6fa BST. java h15/bst keresés, beszuras, a toérlés harom esete, degeneralt fa
Kupac MaxHeap. java h15/maxheap felszivarogtatas, leslllyesztés, beépitett prioritasi sor

Kupacrendezés  HeapSort.java h15/heapsort  kupaceépités, rendezés, idémérés
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N\ Feladatok

1. Keresofa-e? Dontsd el egy binaris fardl, hogy kereséfa-e! (Vigyazat: nem elég a kdzvetlen
gyerekeket néznil)

k-adik legkisebb: keresd meg a kereséfa k-adik legkisebb kulcsat!
. Intervallum: ird ki az [a, b] k6zé esd kulcsokat Ugy, hogy csak a sziikséges részfakba lépsz be!
Kozo6s Os: keresd meg két kulcs legkdzelebbi koz6s 6sét a kereséfaban O(h) Ieépésben!

. Also egészrész: keresd meg a legnagyobb kulcsot, amely < x!

o O A WD

. Top k: keresd meg egy tomb k legnagyobb elemét egy k méretl minimum-kupaccal! Mi a
lépésszam?

Megoldasok: Exercisesl15.java, hl5/exercises

A gyakorlat masodik felében: gyakorlo feladatok a zaroé dolgozathoz (a hetek ellenérzé kérdései
alapjan).
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\ Hazi feladat (felkésziilés)

1. Egészitsd ki a BST osztalyt egy successor(x) metodussal, amely az x-nél nagyobb
legkisebb kulcsot adja visszal

2. Valosits meg egy telefonkonyvet kereséfaval (név — szam), amely névsorban is ki tudja irni a
bejegyzéseket!

3. Valositsd meg a minimum-kupacot, és hasznald egy egyszer(i feladatiitemez6h6z (a
legkisebb hataridejl feladat jon el6szo6r)!

4. Ismételd at az 6sszes hét ellenérzé kérdését, és oldd meg papiron a régi dolgozat
mintafeladatait!
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